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celagem, podem aparecer na literatura portugue-
sa para indicar pavimentação. 
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Este trabalho tem como objetivo fazer um estudo sobre a pavimentação do pia-
no por polígonos, visando um maior conhecimento dentro da geometria. 
Como objetivo específico pretende-se: 
• Verificar quais polígonos regulares de um mesmo tipo que pavimentam o 
plano; 
• Verificar quais polígonos regulares de mais de um tipo que pavimentam o 
plano 
• Fazer uma analise sobre os caleidoscópios verificando alguns tipos de pa-
vimentação. 
• Analisar a pavimentação dos polígonos não-regulares. 
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I Introdução 
Os mosaicos conhecidos já na antigüidade , estiveram presentes em várias 
civilizações, onde eram encontradas em tetos, paredes, templos, 
 palácios etc, apresentando 
vários padrões de simetria. 
Esses diversos padrões despertaram nos matemáticos uma procura de figuras que 
pudesse pavimentar o plano. Essas figuras deveriam ter uma simetria ornamental, onde sua 
repetição fornecesse um plano estético e harmônico, buscando assim padrões 
geometricamente possíveis. 
No século VI a.c. os pitagóricos conheciam o valor da soma dos ângulos internos 
de um polígono regular e a partir dai deduziram que só era  possível pavimentar um plano 
com três Calicos polígonos regulares: o triângulo equilátero, o quadrado e o hexágono 
regular. 
Johannes Kepler (1571-1630) investigou a teoria da pavimentação do plano e na 
sua obra "Harmonice Mundi" ele apresenta um tratamento matemático para o problema e 
estabeleceu inúmeras possibilidades de pavimentação e anteviu aspectos da teoria que até 
hoje não foram inteiramente explorados. 
JA no século XX, matemáticos , não matemáticos,  engenheiros, cristalógrafos 
publicam um grande número de trabalhos científicos, havendo um maior interesse e assim 
ampliando a investigação e divulgação da importância da pavimentação no ensino. Um dos 
principais divulgadores do assunto foi o matemático Martin Gardner em sua coluna "Jogos 
Matemáticos", no "Scientific American". 
As composições geométricas do artista holandês Maurits Cornelis Escher (1898- 
1972)continuam a atrair um grande interesse de cientistas da mais diversas Areas. 
Os ladrilhos descobertos recentemente pelo fisico matemático britânico Roger 
Penrose tem encontrado aplicações no estudo de "quase cristais" e fisica da matéria 
condensada. 
0 livro do professor Ruy Madsen Barbosa citada na bibliografia é a principal 
referência para este trabalho. 
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1 CONCEITOS BÁSICOS 
Poligonal fechada simples: é um subconjunto do plano determinado por pon-
tos A1, Az, A3...., An, com n > 2 (chamado vértice) e pelos segmentos de reta A 1 
 A2, A2 A3, 
A3 A4, ..., A n_ I A„, A , A1 (chamados de arestas). Além disso, quaisquer dois destes seg-
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Uma conseqüência do teorema da curva de Jordan é que toda poligonal fechada 
simples divide o plano em exatamente 02 subconjuntos (interior e exterior), e a própria 
poligonal é a fronteira destes 02 subconjuntos. 
Observação: 
Um ponto P está no interior da poligonal fechada simples quando toda semi-
reta de origem em P que não passa em vértice da poligonal tem um número impar de pon-
tos em comum com a poligonal. 
Um ponto Q está no exterior da poligonal fechada simples quando toda semi-
reta de origem em Q que não passa em vértice da poligonal tem um número par de pontos 






 Dois polígonos são adjacentes quando têm ern comum 
um lado completo ou exatamente um vértice. 
Nós: Aos vértices dos polígonos chamamos de nós da pavimentação. 
Configuração: Uma seqüência do tipo (3,3,3,3,3,3) indicará uma pavimenta-
ção tal que, cada n6 terá 6  polígonos e cada um com 03 lados. Uma seqüência do tipo 
(6,6,6) indicará 3 polígonos em torno de um nó, cada um com 6 lados. 
Pavimentação Parcial do Plano: Um conjunto de polígonos é uma pavimen-
tação Parcial do Plano quando estes polígono 
 cobrem' sem cruzamentos 2 uma região poli-
gonal fechada simples. 
0 conjunto formado pelos  polígonos RI , R2,R3, R4, R5, R6 formam uma pavi-
mentação parcial do plano. 
Pavimentação no_plano: 
 um conjunto de polígonos é uma pavimentação do 
plano se e só, o conjunto de polígonos cobre sem cruzamento o plano. 
Os vértices do polígono que formam esta pavimentação são chamados de 
 nós, 
enquanto os segmentos de reta que tem por extremo 02 nós consecutivos de um mesmo 
lado do polígono são chamados de arestas. 
Pavimentação lado a lado: é aquela em que toda aresta é lado comum de 
exatamente dois polígonos, com isso todo nó na fronteira de um  polígono da pavimentação 
é vértice do polígono. 
lado a lado 
	 não lado a lado 
Significa que cada ponto interior ou da fronteira da região poligonal fechada simples. pertence a pelo menos 
1 dos poligonos. 
2 Quer dizer que a interseção de quaisquer 02  polígonos do conjunto tem area nula 
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Pavimentação arouimediana: é uma pavimentação lado a lado cujos nós 
apresentam-se todos com o mesmo número de arestas concorrentes. 




 V  
não arquimediana 
Pavimentação Diatônica: é uma pavimentação lado a lado cujos nós apresen-
tam-se todas com o mesmo número de arestas, todos os 
 polígonos possuem o mesmo nú-
mero de lados. 
Polígonos adjacentes: dois polígonos são adjacentes quando têm em comum 
um lado completo ou exatamente um vértice. 
1.1 Pavimentacilo por Polígonos Regulares de um Mesmo Tipo 
Os únicos polígonos regulares que pavimentam o plano são o quadrado, o tri-
ângulo equilátero e o hexágono. De fato: 
Em volta de um ponto (vértice) coloca-se q  polígonos regulares (q > 3) de p la-
dos (de mesma medida). 
(p 2).180° 	 é a medida de cada angulo interno de um destes 
 polígonos. 






(q-2).(p-2)=4 q e p são números inteiros maiores que 2. 
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4=2.2 ou 4=4.1 ou 4=1.4 
2 —n q=4 
q=3 
4 —n q=6 
portanto. 
	 p=4 e q=4 quatro quadrados 
p=6 e q=3 três hexágonos 
p=3 e q=6 seis triângulos 
1.2 Padrões Regulares de Pavimentação 
Uma pavimentação é padrão regular somente se as figuras-vértices são  polígo-
nos regulares. 
Figuras vértices: 0  polígono formado pelos pontos médios das arestas que con-







A figura-vértice é um 
quadrado (padrão regular 
de pavimentação) 
A figura-vértice é um tri-
ângulo isósceles (padrão 
não regular de pavimenta-
ção) 
A figura-vértice é um he-
xagono 
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A figura-vértice é um trapézio 	
A figura-vértice é um triângulo equilátero 
Fazendo a pavimentação com as figuras vértices do quadrado resulta em uma 
pavimentação de quadrados. Pavimentação Auto afim. 
Agora fazendo a pavimentação com os triângulos obtemos uma pavimentação 
de triângulos equiláteros e hexágonos  regulares. 
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Fazendo a pavimentação no hexágono obtemos uma pavimentação de hexágo-
nos regulares e triângulos equiláteros. Como os padrões regulares de  triângulos equiláte-
ros e de hexágonos regulares em relação As figuras-vértice possuem certa a finidade; cha-
mando-os de afins. 
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1.3 Padrões Duais 
Dada uma pavimentação padrão Regular, a pavimentação obtida pelas perpen-
diculares traçadas a partir dos pontos médios das arestas é chamada Padreio Dual. 
Caso 1: Padrões Duais Recíprocos  
Nesta pavimentação ha uma reciproca, ou seja, a gera b e b gera a (a e b pavi- 
mentação). 
Isso acontece com a pavimentação (6,6,6) que gera a pavimentação 
(3,3,3,3,3,3) e a pavimentação (3,3,3,3,3,3) gera a pavimentação (6,6,6). 
Caso 2: Padrão Auto-dual 
Esta pavimentação gera o mesmo padrão; é o que acontece na pavimentação 
(4, 4„4, 4) que gera o padrão (4, 4, 4, 4). 
1.4 Padrões só com Quadrados é só coin Triângulos Equiláteros (pavimentação não 
lado a lado) 
uma pavimentação do plano com um mesmo tipo de polígono, porém de me-
dição diferente. 
Caso 1: Quadrado 
Com 2 tipos de quadrados é possivel pavimentar. 
Com 3 tipos de quadrados só é possível pavimentar se a = b + c, com a, b e c 
medida 
Caso 2: trifingulo 
Com o triângulo ocorre o mesmo, com 2 tipos de triângulos pavimentamos, e 
com 3 tipos somente se a = b + c, com a, b e c lados dos triângulos. 
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1.5 Pavimentação com polígonos regulares de tipos diferentes 
Pavimentação em torno de um ponto 
A pavimentação é dada em torno de um ponto (vértice) com  polígonos regula-
res de diferentes tipos. Para se ter certeza que tais  polígonos realmente pavimentam, é pre-
ciso que a soma dos ângulos internos em torno de um ponto seja igual a 3600 . 
HA casos que por imperfeição de material e deficiência na acuidade visual, nos 
indicam que certos polígonos pavimentam o plano. Como no seguinte caso:  (pentágono, 
hexágono e octógono) (5, 6 ,8). 





 180o  = 135° 8 — 
8 
i6 	  180°=120°  6 
A soma dos ângulos internos é igual a 363° que é maior que 360°, não pavi-
mentando o plano. 
Ex.: (4, 6, 12) 
Pavimenta, pois: 
14 
(4 — 2) 





 180o =120° 
6 
112— (12 — 2)  1800  
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A soma dos ângulos internos é igual a 360°, dessa forma pavimenta em torno 
de um ponto. 
Como fica difícil de saber quais são esse polígonos que pavimentam ern torno 
de um ponto, então iremos fazer um estudo, 
12 
Sabemos que em torno de um ponto podermos colocar um número k de polígo-
nos, e que 600 
 é menor ângulo interno de um polígono regular, então o maior valor de k é 
dados por 3600/600 = 6, sendo 6 triângulo equilátero, 
 mas para pavimentarem em torno de 
um polígono é preciso 3ou mais polígonos. Desta forma 3 < k < 6. 
Caso 1: Quando k — 3 (3 polígonos regulares) 
Sejam os polígonos regulares com números de lados a, b e c respectivamente, 
portando a soma dos ângulos internos ao redor de um ponto é dado por: 
(a — 2) 
 .180 0  + (b — 2)  180° + (c — 2)  180° = 3600 , onde a, b e c número de 
a 	 b 	 c 
lado do polígono. 
(a — 2) (b — 2) (c — 2) _ 
a ± h ± 	 2 
— —
2 
+ 1 — —2 + 1 — —2 1 	 2 
a 	 b 	 c 
22 2 
_ 
a b c 
1 	 1 	 1 	 1 
—+—+— = — 
a b c 2 ( ) 
Supondo que a b c, então  
a ba c 
1 	 1 
—<— 
a a 
1 	 1 
—<— 
b a 
1 	 1 
_<— 
c a 
segue-se que —1 = —1 + —1 + —1 < —3 
2 a bc a 
e como, de ( I ) concluímos _1 < —3 
2 a 
e portanto a 6 
Como o menor valor possível de a é 3, então a 3 e assim 3 a 6 (II) 
Por outro lado, a igualdade (I) no fornece 
1 	 1 	 1 	 1 
—+—+—=— 
a b c 2 
1 	 I 	 1 	 1 
—+—=--- 
b c 2 a 
1 1 (a —2) 
— +— a.-- 
b c 	 2a 
Temos que : 




Somando 1 — nos 02 lados da igualdade: 
h 
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2 1 I a-2 
_ > 	 = 	  
b — c b 	 2a 
1 	 1 
— +-
1
• utilizando (ill ) 
h b c b' 
2 a- 2 
b — 2a 
4a  b (a — 2) ( IV ) 
1° Subcaso: 
a = 3 (um dos polígonos é triângulo equilátero) 
1 (b — 6) Da igualdade (III) obtemos —1 + —1 = —1 ou 
b c 6 	 c 	 6b 
1 	 6 Que nos indica b > 6, 	 ( — 6)  para não obtermos valores negativos ou 
c 	 36 
nulos; já pela igualdade (IV) temos ( b _<_ 12 b .--4 -3 = b .12 , portanto 7 b 5_ 12 
3 - 2 
Substituindo os valores de b se sabendo que b é inteiro, temos a seguinte tabe 
Ia: 
a b c 
3 7 42 
3 8 24 
3 9 18 
3 10 15 
3 12 12 
6b  
c= (b -6) 
Ex.: b = 7 
42 
c= 	 =42 
7 - 6 
Ex.: b = 8 
8•6 	 A., A 
C = 	 = h.+ 
8 - 6 
2" Subcaso: 
a =4 (um dos polígonos é quadrado) 
1 	 1 	 1 	 1 
b c a 2 
1 	 1 	 1 	 1 
b c 2 4 




c 4 b 
_b- 4 
c 	 4h 
4h 
c= 	  edaib>4 
h — 4 
4a  Como b 	 ; e a — 4. podemos concluir que 5 b 8 (a — 2) 




b = 5 = c — 	 =20 
5 — 4 
b = 5 = c 4 . 6 
	
— 	 =12 
6 — 4 
4 . 7 28 
	
b = 5 = c — 	 = —EN 
7 — 4 3 
b = 5 = c = 4.8  8 
8 — 4 
a b c 
4 5 20 
4 6 12 
8 8 
30 Subcaso 
a — 5 (um dos polígonos é pentágono)  
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Da igualdade (IV) 	 Da igualdade (I) 
4a 	 1 	 1 	 1 	 1 b –+– = --- (a– 2) 	 h c 2 5 
20 	 1 	 3 	 1 
u 	 – — -- 
3 	 c 10 h 
b 6 1  (3b –IO)  
c 	 10b 
c– 	
10b 	
edaib_“ (3h –10) 
Mas como b a e a = 5, então 5 5 b 6 
10 • 5 b=5= c= 	 =10 
3 • 5-10 





5 	 5 	 10 
4° Subcaso 
a = 6 (um dos polígonos é hexágono) 
Da igualdade (I) 
1 	 1 	 1 	 1 
+ – = – – – 
b c 2 5 
1 22 
c 6 b 




c – 	  edaib>3;masb_aentaob.6 
2h –6 
Peia igualdade (IV) tem-se 
4.6 b 	 = 6, assim 6 __13 6, ou seja b = 6 
6 – 2 
6.6 b = 6 	 – 	 =6 
2-6 – 6 
a b c 
6 6 6 
2° Caso: Para k = 4 (polígonos regulares) 
Sejam os polígonos com lados a, b, c e d. Temos a seguinte soma: 
(a - 2).180 ° (b - 2) • 180 ° (c 2).180 ° (d -- 2) • 180° 
a 	 b 	 + 	 c 	 d 
(a -2) + (b - 2) (c - 2) ± (d - 2) 2 
a 	 b 
360° 
1- 2 -1-- 2 -1---2L+1--= 2 
a 	 b 	 c 	 d 
2 2 2 2 
abed 
1 + 1 + 1 +!= 1 
a b cd 










1 > 1 _ 
a a 











e portanto -4  >1 
a 
a 4 
Como em torno de um nó não é possível menos de 03 polígonos, então a = 3 ou 
Da igualdade (V) obtemos 
I 	 1 	 1 	 (a-1) 
++--= 
bed 	 a 
16 
( V ) 
a = 4 
Como b c d, então: 
1 	 1 




I 	 I > _ 
b d 
3 	 1 1 





(a —1 ) 
b — a 
3a  b 
(VII) 
Sendo a = 3 
b< 
b 












4, mas como b 
4, mas como b 
a, então b 	 3 ou b = 4 
a então b = 4 




(a — 1) 
3. 4 
(4— I) 
I" Subcaso: a -= 3 e b 3 (dois triângulos equiláteros) 
Da igualdade (V) obtêm-se 
1 	 1 	 I 	 1 	 , 
3 3 c d 
1 	 2 I 1 -- — +--= 
c d 
	 3 






3c d= 	 c-3 > 0 c > 3 portanto c 4 
c —3 
Por outro lado 
1 	 1 
c d 
segue-se que 
1 	 1 	 1 	 1 	 1 
c c c d 3 
c 3 
c < 6 
Então 4 c 6 




3 3 4 12 
3 3 6 
2" Subcaso: a = 3 e b = 4 (um triângulo e um quadrado) 









 = 1 
3 4 c d 
18 
Portanto c =4 
19 
1 	 1 	 1 	 1 
-+-=1---- 
c d 	 3 4 
1 	 5 	 1 
- — - - 
d 12 c 
1 5c-12 
- = 	  
d 12c 
1  d 
	
	
2c 5c-12 >0c>2.comob=4 ec>b,entdoc?_4 (2) 
Sc —12 ' 
Por outro lado 
I 	 1 
C C 
Assim, 2 	 1 	 1 	 5 —>—±—=— 
c — c d 12 
a b c 
3 4 4 6 
3° Subcaso: a = b = 4 (dois quadrados) 
Da igualdade (V) obtêm-se 
1 	 1 	 1 	 1 
—+—+—+—  =1 
4 4 c d 
1 	 1 
-+-=1 
c d 	 4 
1 	 1 	 2 
— + — = — 
c d 4 
1 2c —4 
d 4c 
4c d — 	 a, m s 2c — 4 > 0 c > 2, mas c b entdo c > 4 
2c —4 
Por outro lado 
Desta forma —2 —1 + —1 = —1 
c dc 2 
-2->1 
c 2 
c ?_ 4, logo c = 4 
a b c d 
4 4 4 4 
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3° Caso: k = 5 (cinco polígonos regulares) 
Sejam os polígonos regulares com lados a, b, c, d e e. Temos assim a seguinte 
soma: 
(a — 2)•180 ° ± (b —2)-180 ° (c— 2)-180 ° (d — 2)- 180 ° (e— 2)-180 ° 
+ 	 +  
 = 360° 
a 	 b 	 c 	 e 
onde obtemos a seguinte equação 
1 	 1 	 1 	 1 	 1 	 3 
abcde2 
Supondo a b 	 d < e, então 










Somando os dois lados da desigualdade obtêm-se: 
5 	 1 	 1 	 1 	 1 	 1 	 3 
— 
a abed e2 
a 2 
3a 5_ 1O= a 3, mas a 3 então a = 3 
Da igualdade (VIII) obtêm-se 
1 	 1 	 1 	 1 	 3 	 1 
— +—+ —+— --- 
bcde 2 3 












b — d 
1 
_> 1 _ 
b e 
Desta forma —4 >1+1+1+1=2 








1 	 1 	 1 	 1 	 7 
— +— +—+— — 
3 c d e 6 
1 	 1 	 1 	 7 	 1 
— + — + — 
c d e 6 3 
1 	 1 	 1 	 5 
— +—+— =— 
c d 6 6 
Sabendo que c 5 d 5_ e, então 
1 	 1 
— > — 
c d 
1 	 1 
— > — 
c e 
3 	 1 	 1 	 1 	 5 
— — +— +— = — 
c ede 6 
3 5 
— > — 
c 6 
Sc _5 18 
c 5 —18 como c é natural = c 5_ 3 
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Como um polígono pode ter mais de três lados, então c = 3 
Dessa forma: 
1 	 1 	 1 	 5 
—+—+—=— 
3 d e 6 
I 	 1 	 5 	 1 
— +— = — 
d e 6 3 
1 	 1 	 3 
—+— — 
d e 6 
Sabemos que d 5. e,  então: 
1 	 1 
— > — 
d d 
1 	 1 
— > — 
d e 
22 
1 3 1 
e 6 4 
1 3 
e 12 
a b c 
_ 
d e 
3 3 3 3 6 
3 3 3 4 4 
e --- 4, assim 
Somando os dois lados da desigualdade obtêm-se: 
2 	 1 	 1 	 3 
d d e 6 
d - 6 
3d 12 
d 4 
Logo 3 d 4, assim de d = 3 ou d -= 4 
Para d = 3, encontramos 
1 _ 3 	 1 
_ 
e 6 3 
1 	 1 
_ = _ 
e 6 
e = 6 
Para d = 4, encontramos 
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4° Caso: k = 6 (6 poli2,onos) 
Esta é a pavimentação já vista em polígonos de um só tipo. É a situação de 6 
triângulos. 
Portanto: 
a b c d e f 
3 3 3 3 3 3 
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Dentro da pavimentação de  polígonos de tipos diferentes, quais configurações 
pavimentam o plano? 
Como já estudamos, em torno de um ponto possui várias configurações que 
pavimentam, mas nem todas essas configurações pavimentam o plano. 
0 caso de configuração (4, 5, 20) não pavimenta o plano. 
Através de construções verificamos que as seguintes configurações pavimen-
tam o plano: 
N° A b c d e 
1 3 12 12 
2 4 6 12 
3 4 8 8 
4 3 3 4 12 
5 3 3 6 6 
6 '- 3 4 4 6 
7 3 3 3 3 6 
8 3 3 3 4 4 
1.6 Possibilidades que apresentam mais de uma configuração. 
Das 8 possibilidades vistas, algumas apresentam mais de uma configuração. 
As possibilidades 1, 2, 3 e 7 apresentam só uma configuração ao redor de um 
ponto. E como podemos ver essas configurações pavimentam o plano (ver figura). 
AWAYA 31 I L'M ortra* e" 
tliki/r1 
	  \'` 	  
M‘: 
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Com as possibilidades 4, 5, 6 e 8, podemos apresentar mais de uma configura-
ção em torno de um ponto: 
Possibilidade ti" 4 
As configurações em torno de urn ponto são: 
(3, 3, 4, 12) e (3, 4, 3, 12) 
A configuração (3, 3, 4, 12) pavimenta o plano somente se combinarmos com a 
configuração (3, 3, 3, 3, 3, 3). 
A configuração (3, 4, 3, 12) sozinha também não pavimenta o plano, mas se 
combinarmos com a configuração (3, 4, 6, 4) obtemos uma pavimentação. 
Possibilidade n° 5 
As configurações em torno de um ponto são: 
(3, 6, 3, 6) e (3, 3, 6, 6). 
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A configuração (3, 6, 3, 6) conforme vemos na figura abaixo, pavimenta o pla- 
no sozinho. 
A configuração (3, 3, 6, 6) só pavimenta o plano com a combinação de outras 
configurações, vejamos a pavimentação da configuração (3, 3, 6, 6) combinando com a 
configuração (3, 3, 3, 3, 3, 3). 
Possibilidade n° 6 
As configurações em torno de um ponto são: 
(3, 4, 6, 4) e (3, 4, 4, 6) 
A configuração (3, 4, 6, 4) pavimenta o pianos, onde todos os nós possuem a 
mesma configuração. 
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Para configuração (3, 4, 4, 6) pavimentar fazendo a combinação com a confi-
guração (3, 4, 6, 4), e com isso os nós não possuem a mesma configuração. 
Possibilidade n° 8 
As configurações em torno de um pavimento são: 
(3, 3, 3, 4, 4) e (3, 3, 4, 3,4). 
Essas duas configurações pavimentam o plano como podemos ver nas figuras 
abaixo: 
2 ESPELHOS PLANOS 
Visando o estudo dos caleidoscópios, iremos fazer um estudo sobre reflexões 
em espelhos. 
Propriedade 01: 0 ponto objeto e todas as suas imagens produzidas por dois 
espelhos pianos inclinados pertencem a uma circunferência de centro 0 e raio OP. (ver 
figura). 
{ P'V' = V'PEP' é o reflexo (ou simétrico) de P pelo espelho E l ]. 
OV' é o cateto comum dos triângulos retângulos OV'P' e OV'P 
Angulo OV'P' = Angulo OV'P = 90 0  
Pelos caso de congruência LAL (lado aresta lado) conclui-se que A OV'P' ai A 
OV'P e dai conclui-se que OP' -= OP. Analogamente conclui-se que: A OV"P A OV"P" 
e, portanto, OP-= OF. 
Assim OP' = OP = OP" 
Conseqüência: 
a) POP = 2y 
: 
b) POP = 2x 
P'W' = W'P 
d) PW' = P"W" 
29 
Propriedade 02 Os pontos imagens de objeto pontual P. colocado entre dois 
espelhos pianos inclinados, são obtidos considerando alternadamente, a partir do segmento 
OP, ângulos iguais a 2x e 2y, sendo: 
X = < (OP, Ei) e Y <(0P, E2) onde Z = x + y <(Et, E2) 
E. 
(P1, P2, P3, P4) e (Qi, Q2, Q3) são duas seqüências finitas de pontos imagem as-
sociados ao ponto P. 
Os pontos Imagem P4 e Q3 (estão atrás do espelho) e estão na região chamada 
ângulo morto. 
Ex j : Z = <(E 1 , E2) = 900 
 (c e y arbitrário ex + y Z) 
E. 
(Pi, P2) e (Qi, Q2), P2 =" Q2 são os três pontos imagem correspondente a P. 
Ex2: Z = <(E i , E2) = 600  (x e y arbitrário ex + y = Z) 
P3 . 
2x 






Ex.* : Z = <(E1, E2) = 16° (x e y arbitrário e x + y = 2) 
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E. 
Nota: No exemplo 2 e 3 há coincidência de imagem. 
Propriedade 03: 0 número de imagem formadas por dois espelhos inclinados 





	 + n , 
2 
onde R é o resto da divisão de 360 por 2Z e n'= - 1, 0, 1 ou 2 conforme os va- 
lores de R. 
Se R =0 = n'= -1; 0 <R 2x = n'= 
2x < R 2y n'= 1 ou 2y R < 22 n' = 2 
A prova desta fórmula poder ser encontrada: Barbosa, R. M. "Determinação do 




0 nome caleidoscópios foi dado por Sir David Brewster, em 1 8 1 9 no livro "A 
treatise on the Kaleidoskope". Caleidoscópios vem de calos: "belos", eidos: "formas" e 
.vkapleiti: "ver". 
Caleidoscópio é um prisma formado por um conjunto de espelhos pianos per-
pendiculares a um mesmo plano, com as fazes espelhadas viradas para dentro. Uma das 
bases possui um orificio para observação e a outra base é coberta com papel transparente. 
Dependendo da disposição dos fragmentos colocados nos caleidoscópios, en-
contramos maravilhosas figuras (mosaicos), isso devido as imagens obtidas de um espelho 
para outro. 
Neste trabalho iremos estudar somente o caleidoscópio formado por um prisma 
triangular. 
2.1.1 Caleidoscópios triangulares com imagens coincidentes em repetição. 
Neste caleidoscópio, cada ângulo interno deve satisfazer a condição de ser di-
visor de 1800 . 
Proposição: os únicos caleidoscópios do tipo acima são: 
(600, 60°, 60°) — Triângulo equilátero 
 
(900, 45°, 90°) — Triângulo retângulo isósceles 
(900, 600, 30°) — Triângulo retângulo 
 escaleno 
Prova: 
Sejam a, b e c ângulos internos dos caleidoscópios. Como a, b e c são divisores 
de 180°, então: 
180 0 	 180° 	 180° 
n 2 	 e n 3 = 








n 1 	 n2 	 n3 
1 	 1 	 1 	 , 
ni 	 n2 n3 
sendo n1, n2, e n3 números naturais 
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Podemos supor que ni n2 , isto 6, a é o maior ângulo do triângulo. O número 
ni deve ser maior ou igual a 2, pois n1 .-- 1 acarretaria a = 1800, o que não pode acontecer 
em ângulos interno de um triângulo. 
segue-se que: 1=-1 + —1 + —1 < —3 
nnn n 1 	 2 	 3 	 1 
1 < — 
11I 
3 
n1 = 2 ou n, =3 
Quando n 1 --- 2 
1 	 I 	 1 	 , 
+ + 
2 n, n3 
1 	 1 	 1 
= — 
n, n3 2 
1 	 1 Como — ---- 
113 	 113 
1 	 1 	 1 	 1 > +- 
,1, 
	 11 , 	 113 	 17 , 
11 > _ 
n2 2 
112 = 5 4 
3 
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0 caso nz = 2 não pode ocorrer, pois num  triângulo não pode haver 02 ângulos  
de 90°. 
Se nz = 3 	 Se nz = 4 
I 	 • 	 1 	 , 
—+—+—=1 
1 	 1 	 1 
—+—+—=1 
2 	 3 	 n3 2 4 	 n3 
5 1 	 , 3 	 1 	 , 
—+—=1 
6 n3 4 113 
n3 = 6 	 n3 = 4 
Quando n t =-- 3 
	
1 	 1 	 1 
- -F 	 — = 
	
11, 	 113 
	
1 	 I 	 2 
n2 n; 3 
1 	 1 Como — 
11 3 
	
1 	 1 	 1 	 , 	 c 
— —> 1= J 
112 	 11,  
2 2 
- > _ 
— 3 
n2 3, como nl nz, então n3 = 3 
	
1 	 I 	 1 
3 3 n3 
	
2 	 1 
—4-- <1 
	
3 	 113 
n3 3, como 112 n3, então n3 = 3 
Desta forma verificamos que os  possíveis valores para n são: 
(3, 3, 3), (2, 4, 4) e (2, 3, 6) que correspondem aos caleidoscópios triangulares 
das formas (60°, 60°, 60'), (90°, 45°, 45°) e (90°, 60°, 3 0°). 
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2.1.2 Caleidoscópios Equilateros 
No Caleidoscópio equilátero cada ângulo interno é de 600, cujo dobro divide 




+ n (Conforme visto na propriedade 3) 
360° 
n= 	  1 — 6 - 1 — 5 imagens 
60 ° 
O polivértice regular formado pelo ponto objeto e as imagens sera de 6 vérti- 
ces. 
Polivértice em dois espelhos. 
a) Ponto inteiros 
Se x # y = gera um hexavértice semi-regular. 
Se x = y (ponto na bissetriz) gera um hexavértice regular. 
x ,A 
b) Ponto próximo a um dos espelhos 




c) Ponto próximo ao vértice dos espelhos 
x = 0 e y = 0, logo x y = gera um conjunto de 6 pontos ao redor da vértice e 
proximo a ele. 
Conforme o estudo feito neste três casos, agora iremos trabalhar com 03 espe- 
lhos 
a) Ponto interior não pertencendo a qualquer bissetriz. 
Gera um padrão pontual plano de 3 hexavértices semi-regulares e diferentes. 
b) Ponto interior pertencente apenas a uma bissetriz. 
Gera um padrão pontual de hexavértices regulares (que se encontram afasta-
dos) e hexavértices semi-regulares isométricos 
3 6 
c) Incentro (cruzamento das 03 bissetrizes) 
Gera um padrão pontual plano de hexavértices regulares. 
d) Ponto pertencente (próximo) a um lado e diferente do ponto médio. 
Gera um padrão pontual plano de 2 trivértices regulares diferentes e um hexa-
vértice semi-regular 
e) Ponto pertencente (próximo) a um lado e coincidindo com o seu ponto mé-
dio 
Gera um padrão pontual plano de hexavértice regular (por pertencer a bissetriz 
do ângulo oposto) e um trivértice (por pertencer a um dos lados). 0 que nos di a configu-
ração (3,6, 3, 6) 
'•. 
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0 Dois pertencente respectivamente a 02 lados e coincidentes com seus pontos 
médios 
Gera um padrão pontual plano de hexavértices regulares afastados e relaciona-
dos por trivértices regulares e quadrivértices retangulares alternados. 
• •-• 
g) Três pontos pertencentes respectivamente a três lados e coincidentes com 
seus pontos médios. 
Gera um padrão pontual plano de hexavértices regulares e trivértices regulares. 
O que gera configuração (3, 6, 3, 6). 




.. , 	 . 
X 	 •P „ 
h) Pontos coincidente (próximo) com um vértice. 
Gera um padrão pontual plano de trivértice 
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i) Dois pontos respectivamente (próximo) com dois vértices 
Gera um padrão pontual plano de hexavértice regular. 
j) Três pontos respectivamente coincidentes (próximo) com 03 vértices 
Gera um padrão pontual plano de trivértice regular, mas com unidade de medi-
da menor que no caso (h). 
Padrões de pavimentação com polígonos. 
Vamos estudar vários padrões de pavimentação gerados por segmentos de reta, 
no caleidoscópio equilátero. 
Casol: Com bissetriz. 
a) Uma bissetriz. 
Gera a pavimentação do plano com triângulos  equiláteros. A configuração 
(3, 3, 3, 3, 3, 3). Se colorirmos cada região de uma cor eles ficaram alternados. 
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b) Duas bissetrizes até o incentro 
Geram a pavimentação do plano com estrelados de 06 pontas combinados com 
estrelados de 03 pontas losangulares (r6mbica). Colorindo cada região com uma cor, geram 
estrelados de cada tipo de um cor. Colorindo s6 um região,  dá-se ênfase a um tipo de es-
trelados. 
c) Três bissetriz até o incentro 
Geram uma pavimentação r8mbica, que aparenta cubos em perspectiva. Colo-
rindo cada região de uma cor, geram-se losangos com as 03 cores. 
Com lados 
a) Urn lado 
Gera uma pavimentação no plano com hexágonos regulares. A configuração 
(6, 6, 6). 
   
    
co 
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b) Dois lados 
Gera urna pavimentação no plano semelhante à râmbica, um pouco prejudicada 
pois no terceiro lado mesmo não desenhado, existirá na interseção do outro espelho com o 
plano 
c) Três lados 
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Segmentos dos pontos médios 
a) Um segmento 
Este caso são gerados hexágonos regulares, mas que se encontram afastados 
Dessa forma não há pavimentação. 
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b) Dois segmentos 
Gera uma pavimentação do plano de estrelados regulares de 6 pontas combina-
dos com hexágonos regulares. 
c) Três segmentos 
Gera a pavimentação do plano de configuração (3, 6, 3, 6). 
WAWA., 
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Com segmento de mediatrizes 
a) Dois segmentos 
Não há um pavimentação do plano, pois gera-se  hexágonos regulares afastados. 
b) Três segmentos 
Gera uma pavimentação do plano com hexágonos regulares configuração 
(6, 6, 6). 
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Vejamos agora como obtemos padrões de pavimentação (já conhecidos) no 
caleidoscópio padrão de configuração (3, 4, 6, 4). 
A partir do ponto médio de um dos lados do  triângulo traçamos 2 semi-retas a 
45°. Depois traçamos um segmento unindo os 02 pontos de encontro das semi-retas com os 
lados. Em seguida, a partir desses 02 pontos traçamos perpendiculares do lado de origem 
das semi-retas. 
   
 
I)/ 
Padrão de configuração (4, 6, 12) 
1. Traçamos as bissetriz do triângulo 
2. Traçamos 02 semi-retas a 45° a partir do ponto de encontro de uma bissetriz 
com o lado do triângulo. 
3. Com o ponto de unido da semi-reta com as bissetriz, tragamos um segmento 
unindo esse 02 pontos. Em seguida a partir de cada ponto traçamos 02 per-
pendiculares ao lados adjacentes 
Com o padrão da configuração (3, 12, 12) 
Dados um triângulo ABC marcamos a bissetriz do Angulo A e obtemos o ponto 




Agora traçamos os segmento DE e um segmento perpendicular dos pontos D e E respecti-
vamente aos lados C e B. 
 
A 
, 	 , 
- 1.„:e•„ 
:1) • 64 	 C 
2.1.3 Caleidoscópios Isósceles 
O Caleidoscópio Isósceles (90°, 45°, 45°) com ângulo cujo dobro é divisor de 
3600  0 número de imagens de um objeto pontual é dado por: 
360° 











O polivértice regular formado por imagens e objetos terão respectivamente 4 e 
8 vértices. 
Padrões pontuais no plano 
a) Ponto interior não pertencente a qualquer bissetriz. 
Gera um padrão pontual de dois 8-vértices não idênticos semi regulares e um 
quadrivértice retangular. 
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b) Ponto pertencente ao incentro 
Gera um padrão pontual de quadrivértices e 8-vértices regulares 
c) Ponto próximo a um dos catetos 
Gera um padrão pontual de 8-vértices semi-regulares e quadrivértices regula-
res. Se o ponto pertencer a bissetriz ambos são regulares. 
d) Ponto próximo a hipotenusa 
Se o ponto pertence A bissetriz do ângulo reto gera um rede quadrangular re-
gular. (fig 11); caso contrário gera um padrão pontual de 4 quadrivirtices onde dois são 
retangulares idEnticos e dois regulares (fig 12). 
----- --0 
Vejamos alguns padrões do caleidoscópios Isósceles. 
Padrão de configuração (4, 4, 4, 4) 
Este padrão é obtido nos seguintes casos: 
1. bissetriz do ângulo reto (fig 1) 
2. lado pertencente a um cateto (fig 2) 
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3. lado pertencente a hipotenusa (fig 3) 
4. dois segmentos traçados perpendicularmente aos catetos a partir dos ponto 










Padrão de configuração (4, 8, 8) 
Este padrão é obtido traçando-se a partir do incentro os segmentos perpendi-
culares aos lados 
Padrão com quadrados e hexágonos não regulares 
Com a base substituível da figura abaixo obtemos uma pavimentação de qua- 
ifdrados e hexágonos não regulares. Se os pontos A e B dividem os catetos na  razão — 
então teremos hexágono equiláteros. 
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2.1.4 Caleidoscópio Escaleno 
0 caleidoscópio Escaleno tem a forma triangular (90 0, 600, 30°) 
No caleidoscópio Escaleno veremos apenas os padrões de pavimentação 
a) Segmento "pertencente" ao lado oposto do angulo 60 0  
Gera uma pavimentação do plano de  hexágonos regulares. 
Configuração (6, 6, 6) 
b) Segmento "pertencente" ao lado oposto do angulo de 90° 
Gera uma pavimentação do plano de losangos. 
c) Segmento "pertencente" ao lado oposto ao angulo de 30 0  
Gera uma pavimentação do plano de hexágonos regulares como no caso a, po- 
rém maior. 
d) Segmento "pertencente" aos trds lados. 
Gera uma pavimentação do plano de triângulo escaleno. (90 0, 60°, 30°). 
e) Segmento "pertencente" a bissetriz do ângulo de 60 0  
Gera uma pavimentação do plano de estralados de 6 pontas e losangos 
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Segmento "pertencente" a bissetriz do ângulo de 30° 
Gera uma pavimentação do plano de estrelados de 3 pontas e losangos 
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g) Três segmentos traçados a partir do incentro perpendicularmente aos lados. 
Gera urna pavimentação do plano com quadrados, hexágonos e octógonos re-
guiares. 
Configuração (4, 6, 12) 
h) A partir do ponto de encontro há bissetriz do ângulo de 90 0  com a hipotenu-
sa traçamos dois segmentos perpendiculares aos catetos. 
Gera uma pavimentação do plano composto por quadrados,  triângulo equiláte-
ros e hexágonos regulares. Obtemos a configuração (3,4,6,4). 
i) Um segmento perpendicular a hipotenusa com extremidade no vértice do An-
gulo de 900 . 
Gera uma pavimentação com  triângulos equiláteros e hexágonos regulares. 
Obtemos a configuração (3,6,3,6) 
j) Dois segmentos próximos aos lados que formam um ângulos de 60°. 
Gera uma pavimentação do plano com triângulos  equiláteros. Obtemos a con-
figuração (3,3,3,3,3,3). 
3 PAVIMENTAÇÃO COM POLÍGONOS NÃO-REGULARES 
3.1 Paralelogramos 
Paralelogramo é todo quadrilátero que tem os lados opostos paralelos. 
Em uma Pavimentação lado-a-lado a soma dos ângulos em um nó é igual ao 
360°. Como a +13= 1800, segue que o paralelogramo pavimenta o plano lado-a-lado, por 
faixas. (figuras abaixo) 
- r - 1- - -r--  / 
1
i I 	 1  
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3.2 Losangos e Retângulos 
Losango é todo quadrilátero que tem os quatro lados com a mesma medida. 
Retângulo é todo quadrilátero que tem os quatro  ângulos internos retos. 




Dados um triângulo qualquer, através de dois vértices traça-se paralelos res-
pectivamente aos lados opostos e obtêm-se assim um paralelogramo. 
Dessa forma, qualquer  triângulo pavimenta o plano lado-a-lado e por faixas. 
Uma outra maneira de mostrar que qualquer triângulo pavimenta que o plano é 
colocar em torno de 01 ponto seus triângulos congruentes, alternando os 03  ângulos. (Figu- 
ra abaixo). 
3.4 Trapézio 
Trapézio é todo quadrilátero que tem dois lados opostos paralelos. 
Dado um trapézio qualquer prolongamos os lados paralelos nas mesmas medi-
das da bases, mas trocados e ligamos as extremidades e obtemos um paralelogramo (figu-
ral) 
Dessa forma o trapézio pavimenta o plano lado-a-lado e por faixas. Usando os 
deslocamento por faixas e reflexão encontramos novas pavimentações 
b 	 B 
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No caso do trapézio (60°, 120°, 120°, 60°) conseguimos uma variedade de mo-
vimentações, isso por ser constituido por 03 triângulos equiláteros. 
 
3.5 Hexágono não Regular Especial 
 
a 





O hexágono (côncavo ou converxo) com essa propriedade pavimenta o plano 




Dado um quadrilátero qualquer A, B, C, D, através da simetria central em rela-
00 a um pavimento médio de um dos lados encontramos o hexágono A ,B ,E ,D ,E ,F ,G, 
que é exatamente o hexágono acima (hexágono especial) 
Desta maneira  concluímos que o quadrilátero (côncavo ou converso) pavi-
menta o plano. 
'1 
3.7 Hexágonos  
Um estudo feito por K. Reinhardt (Alemanha, 1918). Num trabalho-tese apre-
senta 03 tipos gerais de hexágonos que pavimentam o plano. 
Tipo I: c = f, c // f 
E 
Afirmação: 
1)A+B+C=360 0 <=>c/1 f<a>D+E+F--- 360° 
Prova i = c // f A +B + C = 360° (e D + E + F 360°) 
o 
Sendo c // f e c -= fpode-se concluir que A, C, D, F é paralelogramo 
Portanto x + z 1800  
A+B+C—(x+y)+B+(z+w)---(y+B+w)+(x+z)= 






360°= A+B+C =x+y+B+z+w=(y B w)+x+z 
I go 
360°= 180° + (x + z) 
x+z= 180° 
x+z=180°=x+0 




Portanto a pavimentação do plano dos hexágono Tipo I se da através de faixas 
de paralelogramos, onde os hexágonos ficam em contato lado a com a, e com b, e com f, 
de com d, e com e. Os nós são compostos por ângulos A, B e C ou D, E e F. 
Tipoll:c=f,b=deA+B+13-360° 
Como a soma dos ângulos internos da hexágono é (n — 2) . 180 = (6-2) . 180 -- 
720° E como A + B + D = 360° segue que C + E + F 360°. 
Os nós dessa pavimentação são compostos por ângulos A, B, e D ou C, E e F. 
Os dados que ficam em contato são a com a, b com d, c com f e e com e. Essa pavimenta-




Tipo TIT a = f, b c, d = e, A = C = E = 120° 
A+B+C+D+F= 720° 
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120° + B + 120° + D + 120° + F = 720° 
B + D 4- F 360° 
Os nos dessa pavimentação são compostos por ângulos de A, ou de B, ou de C. 
ou de E, ou B, D e F. Os lados que ficam em contato são a com f, b com c e d com e. 
Essa pavimentação esta representado na figura abaixo 
b c 
a 	 a 
3.8 PentAgorios 
A pavimentação do plano com  pentágonos não regulares pode ser feito de vári-
as maneiras: 
I) Através do padrão dual (já estudado ern  polígonos de um mesmo tipo) 
a) Usando a configuração (3, 3, 3, 3, 6) 
b) Usando a configuração (3, 3, 3, 4, 4) 
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Da figura ao lado, vemos que 
x 900 
 + 90° + 60° = 360°, ou seja, 
x 120° 
Assim, os ângulos internos do pentágonos da pavimentação acima são (90°, 
90°, 1200, 1200, 120°). 
Em cada nó dessa pavimentação concorrem 4 ou 3 arestas. 
c) Usando a configuração (3, 3, 4, 3 ,4) 
2) Modificando padrões regulares de pavimentação 
a) Usando configurações (4, 4, 4, 4) 
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Traçando as diagramas de alguns quadrados igualmente dispostos como na fi-
gura abaixo. 
(Movimentação do cavalo no jogo de xadrez — "ando uma casa e pega a diago- 
liar) 
Obtém-se uma nova pavimentação por pentágonos não regulares, com nos de 4 
ou 3 arestas. 
b) Usando a configuração (6, 6, 6) 
Traçando um segmento de mediatriz de dois lados opostos de cada hexágono, 
vamos encontrar uma nova pavimentação de pentágonos, como na figura abaixo. 
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C) Usando configuração (3, 3, 3, 3, 3, 3,) 
A partir do traço feito nessa configuração (ver figura) conseguimos uma nova 
pavimentação de pentágonos 
d) Usando configuração (4, 8, 8) 
Afastando-se as faixas de octógonos até desaparecer o quadrado e efetuando 
pequenas translações de faixas alternadamente, obtemos uma pavimentação de 
 pentágonos 
 
não regulares  
Nota: Esse padrão foi encontrado por Richard James, um amador e cientista de 
computadores. Sue trabalho foi efetuado em dezembro de 1975, e o padrão de pentágonos 
 
irregulares foi classificado como o 90  tipo 
3) Através de hexágono especial 
Traçando-se me cada hexágono especial da pavimentação um segmento que 
passe pelo centro de simetria (os segmentos devem se paralelos) e que divide os hexágono 
em dois pentágonos. Obtendo assim uma pavimentação de pentigonos irregulares. Essa 
pavimentação foi classificado por Rershener como do 1 0 tipo 
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Usando esta mesma metodologia, mas fazendo algumas modificações vamos 
encontrar novos padrões. 
Caso 1: 0 segmento passando pelos pontos médios opostos. (Estes segmentos 
serão paralelos e formarão uma faixa de pentágonos) 
Caso 2: Repetição de deslocamento da uma faixa de pentágono 
Caso 3: Sucessivas reflexões de uma faixa de pentagonos 
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4) Através do hexágonos regular 
A partir de centro do 
 hexágono troçamos trés segmentos que formam 120 0 
 en-
tre si e que não passam pelo vértice formando 03 pentágonos, mas se esses segmentos pas-
sarem pelos pontos médios dos lados teremos mais um padrão de pentágonos irregulares. 
5) Através da pavimentação de quadrados 
A partir da centro de um quadrado traçamos 04 segmentos que forma 90° entre 
si e que não passam pelo vértice. A partir desse quadrado foçamos sucessivas e reflexões e 
apagamos convenientemente alguns traços da pavimentação de quadrados; e então obtemos 
uma pavimentação de pentágonos irregulares 
6) Através do hexágono especialissimo 
e 
c, f = c 
a // d, d lie 
a=d=b=e 
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A partir do centro de simetria do hexágono traçamos um segmento que passa 
pelos pantos médios de F a C, depois tragamos duas mediatriz dos lados (d e b) ao seg-
mento . Obtemos assim urna pavimentação de pentágono irregulares 
Nota: Esse padrão foi encontrada por Marjorie Rice de San Diego, uma amado-
ra e dona de casa, mãe de 5 filhos que possuía apenas um curso usual de matemática (cor-
respondente ao 2° grau). 
4 UM DOMINO ESPECIAL 
O fisico matemático Britânico  Roger Penrose em 1974 descobriu que a pipa e o 
dardo pavimentam o plano. Os dois cobrem o plano de maneira muito especial produzindo 
um número infinito de pavimentações. 
0 dardo e a pipa são construidos a partir da figura dada abaixo: 
1+ 'NS (f) 	 1,618,... é número de ouro. 2 
(dardo) 
 
Com o dardo e a pipa podemos produzir um jogo de domino, proporcionando 





Conforme demonstrado na argumentação deste trabalho verificamos: 
• Na pavimentação do piano por polígonos regulares de um mesmo tipo os 
únicos que pavimentam o piano são o triângulo equilátero, o quadrado e o 
hexágono regular; 
• Na pavimentação do plano por polígonos regulares de mais de um tipo, te-
mos 8 configurações possíveis: (3, 12, 12); (4, 6, 12); (4, 8, 8); 
(3, 3, 4, 12); (3, 3, 6, 6); (3, 4, 4, 6); (3, 3, 3, 3, 6); (3, 3, 3, 4, 4); 
• Os caleidoscópios triangulares (equiláteros, escaleno  retângulo, isosceles 
retângulo) também produzem pavimentação do piano, gerando configura-
ções com poligonos regulares e não-regulares. 
• Na pavimentação do plano por polígonos não-regulares temos os seguintes 
polígonos que pavimentam o piano: paralelogramo, losangos, retângulos, 
triângulos, trapézios, hexágonos não regulares especial, os 3 tipos de hexá-
gonos de K. Reinhardt. Outro polígono não regular é o pentágono que ob-
tém-se 13 padrões de pavimentação. 
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